
Gazdaságmatematika II. - 7. gyakorlat

dr. Földvári Attila

A feladatok Házy Attila: Gazdaságmatematika 2 Példatár a második zárthelyi dolgozathoz
című feladatsorából származnak.

1. Adott az alábbi konvex poliéder. Határozza meg a poliéder összes extremális pontját és
extremális irányát! Írja fel a poliéder zárt alakját!

3x1 − 50x2 + 8x3 − 5x4 = 140

2x1 − 40x2 + 6x3 + 4x4 = 100

x1, x2, x3, x4 ≥ 0

a) Pivotálás
x1 x2 x3 x4 b

e1 3 -50 8 -5 140

e2 2 -40 6 4 100

=⇒ a

e2 x2 x3 x4 b

e1 − 3
2 10 -1 -11 -10

x1
1
2 -20 3 2 50

=⇒

ab
e2 x2 e1 x4 b

x3
3
2 -10 -1 11 10

x1 -4 10 3 -31 20

=⇒ a

x2 x4 b

x3 -10 11 10

x1 10 -31 20
ab

b) Extremális pontok, extremális irányok
α) x2, x4 bázis

x2 x4 b

x3 -10 11 10

x1 10 -31 20

=⇒ a
P1 =


20
0
10
0


nincs extremális irány

ab

β) x1, x2 bázis
x2 x4 b

x3 -10 11 10

x1 10 -31 20

=⇒ a

x2 x1 b

x3 − 200
31

11
31

530
31

x4 − 10
31 − 1

31 − 20
31

ab
nincs extremális pont a =⇒ a nincs extremális irány

1

Lenovo
Öntapadó jegyzet
Pivot elem (PE): 2 
- PE helyén 1/PE
- PE sorában osztunk PE-vel
- PE oszlopában osztunk -PE-vel 
- összes többi elemet téglalap szabály szerint számoljuk pl első sor második elem:
-50 - 3 *(-40) / 2 =10


Lenovo
Öntapadó jegyzet
Pivot elem (PE): -1 
- PE helyén 1/PE
- PE sorában osztunk PE-vel
- PE oszlopában osztunk -PE-vel 
- összes többi elemet téglalap szabály szerint számoljuk 


Lenovo
Öntapadó jegyzet
Elhagyjuk e_1 és e_2 oszlopokat. 

Lenovo
Öntapadó jegyzet

Lenovo
Öntapadó jegyzet
Nincs nem-pozitív elemekből álló oszlop, így nincs extremális irány sem. 

Lenovo
Öntapadó jegyzet

Lenovo
Öntapadó jegyzet
A b oszlopban nem negatív számok állnak, így van extremális pont. A pont koordinátái a b oszlopból olvashatók le. 

Lenovo
Öntapadó jegyzet

Lenovo
Öntapadó jegyzet
Pivot elem (PE): -31 
- PE helyén 1/PE
- PE sorában osztunk PE-vel
- PE oszlopában osztunk -PE-vel 
- összes többi elemet téglalap szabály szerint számoljuk 


Lenovo
Öntapadó jegyzet
A b oszlopban szerepel negatív szám, így nincs extremális pont. 

Lenovo
Öntapadó jegyzet
Meg kell vizsgálnunk az összes lehetséges bázis megoldást. 4 változóból 2 változó alkotja a bázist. Ezek pivotálással az oszlopindexekbe kerülnek. Kiindulásként az a, pontban kapott mátrixot használjuk.



γ) x1, x4 bázis
x2 x4 b

x3 -10 11 10

x1 10 -31 20

=⇒ a

x1 x4 b

x3 1 -20 30

x2
1
10 − 31

10 2

ab

extremális pont: P2 =


0
2
30
0

, a extremális irány: d1 =


0
31
10
20
1


ab

δ) x2, x3 bázis
x2 x4 b

x3 -10 11 10

x1 10 -31 20

=⇒ a

x2 x3 b

x4 − 10
11

1
11

10
11

x1 − 200
11

31
11

530
11

ab

extremális pont: P3 =


530
11
0
0
10
11

, a extremális irány: d2 =


200
11
1
0
10
11


ab

ε) x3, x4 bázis
x2 x4 b

x3 -10 11 10

x1 10 -31 20

=⇒ a

x3 x4 b

x2 − 1
10 - 1110 -1

x1 1 -20 30

ab
nincs extremális pont a =⇒ a nincs extremális irány
ab

ζ) x1, x3 bázis
x3 x4 b

x2 − 1
10 - 1110 -1

x1 1 -20 30

=⇒ a

x3 x1 b

x2 − 31
200 - 11

200 - 5320

x4 − 1
20 - 1

20 - 32
ab
nincs extremális pont a =⇒ a nincs extremális irány
ab

2

Lenovo
Öntapadó jegyzet
Pivot elem (PE): 10 
- PE helyén 1/PE
- PE sorában osztunk PE-vel
- PE oszlopában osztunk -PE-vel 
- összes többi elemet téglalap szabály szerint számoljuk 


Lenovo
Öntapadó jegyzet
A b oszlopban nem negatív számok állnak, így van extremális pont. A pont koordinátái a b oszlopból olvashatók le. 

Lenovo
Öntapadó jegyzet
Az x_4 oszlopában nem-pozitív számok állnak így van extremális irány. Ennek koordinátái: 
- x_4 oszlopában vagyunk, így x_4 koordinátája 1 
- x_2 és x_3 koordinátája az x_4 oszlopából olvasható le, de az ELŐJEL változik 
- x_1 nem szerepel ezért x_1 koordinátája 0

Lenovo
Öntapadó jegyzet
A b oszlopban nem negatív számok állnak, így van extremális pont. A pont koordinátái a b oszlopból olvashatók le. 

Lenovo
Öntapadó jegyzet
Az x_2 oszlopában nem-pozitív számok állnak így van extremális irány. Ennek koordinátái: 
- x_2 oszlopában vagyunk, így x_2 koordinátája 1 
- x_1 és x_4 koordinátája az x_2 oszlopából olvasható le, de az ELŐJEL változik 
- x_3 nem szerepel ezért x_3 koordinátája 0


Lenovo
Öntapadó jegyzet

Lenovo
Öntapadó jegyzet
Pivot elem (PE): 11 
- PE helyén 1/PE
- PE sorában osztunk PE-vel
- PE oszlopában osztunk -PE-vel 
- összes többi elemet téglalap szabály szerint számoljuk 


Lenovo
Öntapadó jegyzet
Pivot elem (PE): -10 
- PE helyén 1/PE
- PE sorában osztunk PE-vel
- PE oszlopában osztunk -PE-vel 
- összes többi elemet téglalap szabály szerint számoljuk 


Lenovo
Öntapadó jegyzet
A b oszlopban szerepel negatív szám, így nincs extremális pont. 

Lenovo
Öntapadó jegyzet
A b oszlopban szerepel negatív szám, így nincs extremális pont. 

Lenovo
Öntapadó jegyzet
Pivot elem (PE): -20 
- PE helyén 1/PE
- PE sorában osztunk PE-vel
- PE oszlopában osztunk -PE-vel 
- összes többi elemet téglalap szabály szerint számoljuk

Lenovo
Öntapadó jegyzet

Lenovo
Öntapadó jegyzet
Az előző pontban kapott mátrixot alakítjuk tovább. (Tetszőlegesen választhatjuk bármelyik pont végén kapott mátrixot.) 



c) A konvex poliéder zárt alakja:
ab

extremális pontok: P1 =


20
0
10
0

, P2 =


0
2
30
0

, P3 =


530
11
0
0
10
11

,

ab

extremális irányok: d1 =


0
31
10
20
1

, d2 =


200
11
1
0
10
11


λ1 · P1 + λ2 · P2 + λ3 · P3 + µ1 · d1 + µ2 · d2

λ1, λ2, λ3, µ1, µ2 ≥ 0

λ1 + λ2 + λ3 = 1

2. Adott az alábbi konvex poliéder. Határozza meg a poliéder összes extremális pontját és
extremális irányát! Írja fel a poliéder zárt alakját!

x1 − 2x2 ≤ 2

x1 − x2 ≥ −2
x1, x2 ≥ 0

a) Átalakítás

x1 − 2x2 ≤ 2 x1 − 2x2 ≤ 2 x1 − 2x2 + u1 = 2

x1 − x2 ≥ −2 =⇒ −x1 + x2 ≤ 2 =⇒ −x1 + x2 + u2 = 2

x1, x2 ≥ 0 x1, x2 ≥ 0 x1, x2, u1, u2 ≥ 0

b) Pivotálás
x1 x2 u1 u2 b

e1 1 -2 1 0 2

e2 -1 1 0 1 2

=⇒ a

x1 x2 e1 u2 b

u1 1 -2 1 0 2

e2 -1 1 0 1 2

=⇒

ab
x1 x2 e1 e2 b

u1 1 -2 1 0 2

u2 -1 1 0 1 2

=⇒

x1 x2 b

u1 1 -2 2

u2 -1 1 2
ab
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Lenovo
Öntapadó jegyzet
A felírásban 
- az extremális pontok lambda együtthatóval szerepelnek, 
 - az extremális irányok mű együtthatóval szerepelnek,
- minden együttható nem negatív,
- a lambda együtthatók összege 1 

Lenovo
Öntapadó jegyzet

Lenovo
Öntapadó jegyzet
Az egyenlőtlenségék jobb oldalán nem állhat negatív szám. Ha ez mégis előfordul, az adott egyenlőtlenséget  szorzunk mínusz 1-gyel. 

Lenovo
Öntapadó jegyzet

Lenovo
Öntapadó jegyzet
Az egyenlőtlenségeket átírjuk egyenleteteké. Új változókat vezetünk be lásd u_1 és u_2. Ha jobb oldal a nagyobb +u_1, ha bal oldal a nagyobb -u_1. A harmadik sorban minden változó nem negatív. 

Lenovo
Öntapadó jegyzet

Lenovo
Öntapadó jegyzet
Pivotálásnál az e_1, e_2 sorindexeket felcseréljük u_1, u_2 oszlopindexekkel. Ekkor a mátrix elemei nem változnak. 

Lenovo
Öntapadó jegyzet

Lenovo
Öntapadó jegyzet
Elhagyjuk e_1 és e_2 oszlopokat. 




c) Extremális pontok, extremális irányok

α) x1, x2 bázis
x1 x2 b

u1 1 -2 2

u2 -1 1 2

=⇒ a
P1 =

(
0
0

)
,

nincs extremális irány

ab

β) x1, u1 bázis
x1 x2 b

u1 1 -2 2

u2 -1 1 2

=⇒ a

x1 u1 b

x2 − 1
2 − 1

2 -1

u2 − 1
2

1
2 3

ab
nincs extremális pont a =⇒ a nincs extremális irány
ab

γ) x1, u2 bázis
x1 x2 b

u1 1 -2 2

u2 -1 1 2

=⇒ a

x1 u2 b

u1 1 2 6

x2 -1 1 2
ab
extremális pont: P2 =

(
0
2

)
, a nincs extremális irány

ab

δ) x2, u1 bázis
x1 x2 b

u1 1 -2 2

u2 -1 1 2

=⇒ a

u1 x2 b

x1 1 -2 2

u2 1 -1 4

ab
extremális pont: P3 =

(
2
0

)
, a extremális irány: d1 =

(
2
1

)
ab

4

Lenovo
Öntapadó jegyzet

Lenovo
Öntapadó jegyzet
Meg kell vizsgálnunk az összes lehetséges bázis megoldást. 4 változóból 2 változó alkotja a bázist. Ezek pivotálással az oszlopindexekbe kerülnek. Kiindulásként az előző pontban kapott mátrixot használjuk.


Lenovo
Öntapadó jegyzet

Lenovo
Öntapadó jegyzet
A b oszlopban nem negatív számok állnak, így van extremális pont. A pont koordinátái a b oszlopból olvashatók le. Az x_1 és x_2 változó koordinátáit a b oszlopból olvassuk le. Ha x_1/x_2 változó nem szerepel a sorindexek között az x_1/x_2 koordinátája 0.  


Lenovo
Öntapadó jegyzet

Lenovo
Öntapadó jegyzet
Nincs nem-pozitív elemekből álló oszlop, így nincs extremális irány sem. 

Lenovo
Öntapadó jegyzet

Lenovo
Öntapadó jegyzet
Pivot elem (PE): 1 
- PE helyén 1/PE
- PE sorában osztunk PE-vel
- PE oszlopában osztunk -PE-vel 
- összes többi elemet téglalap szabály szerint számoljuk


Lenovo
Öntapadó jegyzet

Lenovo
Öntapadó jegyzet
Pivot elem (PE): 1 
- PE helyén 1/PE
- PE sorában osztunk PE-vel
- PE oszlopában osztunk -PE-vel 
- összes többi elemet téglalap szabály szerint számoljuk


Lenovo
Öntapadó jegyzet

Lenovo
Öntapadó jegyzet
zA b oszlopban nem negatív számok állnak, így van extremális pont. A pont koordinátái a b oszlopból olvashatók le. Az x_1 és x_2 változó koordinátáit a b oszlopból olvassuk le. Ha x_1/x_2 változó nem szerepel a sorindexek között az x_1/x_2 koordinátája 0. 


Lenovo
Öntapadó jegyzet

Lenovo
Öntapadó jegyzet
A b oszlopban nem negatív számok állnak, így van extremális pont. A pont koordinátái a b oszlopból olvashatók le. Az x_1 és x_2 változó koordinátáit a b oszlopból olvassuk le. Ha x_1/x_2 változó nem szerepel a sorindexek között az x_1/x_2 koordinátája 0. 


Lenovo
Öntapadó jegyzet

Lenovo
Öntapadó jegyzet
Nincs nem-pozitív elemekből álló oszlop, így nincs extremális irány sem.

Lenovo
Öntapadó jegyzet

Lenovo
Öntapadó jegyzet
A b oszlopban szerepel negatív szám, így nincs extremális pont. 

Lenovo
Öntapadó jegyzet

Lenovo
Öntapadó jegyzet
Az x_2 oszlopában nem-pozitív számok állnak így van extremális irány. Ennek koordinátái: 
- x_2 oszlopában vagyunk, így x_2 koordinátája 1 
- x_1  koordinátája az x_2 oszlopából olvasható le, de az ELŐJEL változik 




ε) x2, u2 bázis
x1 x2 b

u1 1 -2 2

u2 -1 1 2

=⇒ a

u2 x2 b

u1 1 -1 4

x1 -1 -1 -2

ab
nincs extremális pont a =⇒ a nincs extremális irány
ab

ζ) u1, u2 bázis
u2 x2 b

u1 1 -1 4

x1 -1 -1 -2

=⇒ a

u2 u1 b

x2 -1 -1 -4

x1 -2 -1 -6

ab
nincs extremális pont a =⇒ a nincs extremális irány
ab

d) A konvex poliéder zárt alakja:
ab
extremális pontok: P1 =

(
0
0

)
, P2 =

(
0
2

)
, P3 =

(
2
0

)
,

ab
extremális irány: d1 =

(
2
1

)

λ1 · P1 + λ2 · P2 + λ3 · P3 + µ1 · d1
λ1, λ2, λ3, µ1 ≥ 0

λ1 + λ2 + λ3 = 1

3. Adott az alábbi konvex poliéder. Határozza meg a poliéder összes extremális pontját és
extremális irányát! Írja fel a poliéder zárt alakját!

6x1 − 2x2 ≤ 12

4x1 − 2x2 ≥ −8
x1, x2 ≥ 0

a) Átalakítás

6x1 − 2x2 ≤ 12 6x1 − 2x2 ≤ 12 6x1 − 2x2 + u1 = 12

4x1 − 2x2 ≥ −8 =⇒ −4x1 + 2x2 ≤ 8 =⇒ −4x1 + 2x2 + u2 = 8

x1, x2 ≥ 0 x1, x2 ≥ 0 x1, x2, u1, u2 ≥ 0

5

Lenovo
Öntapadó jegyzet

Lenovo
Öntapadó jegyzet
Pivot elem (PE): -1 
- PE helyén 1/PE
- PE sorában osztunk PE-vel
- PE oszlopában osztunk -PE-vel 
- összes többi elemet téglalap szabály szerint számoljuk


Lenovo
Öntapadó jegyzet
Pivot elem (PE): -1 
- PE helyén 1/PE
- PE sorában osztunk PE-vel
- PE oszlopában osztunk -PE-vel 
- összes többi elemet téglalap szabály szerint számoljuk


Lenovo
Öntapadó jegyzet
A b oszlopban szerepel negatív szám, így nincs extremális pont. 

Lenovo
Öntapadó jegyzet
A b oszlopban szerepel negatív szám, így nincs extremális pont. 

Lenovo
Öntapadó jegyzet

Lenovo
Öntapadó jegyzet
A felírásban 
- az extremális pontok lambda együtthatóval szerepelnek, 
 - az extremális irány mű együtthatóval szerepel,
- minden együttható nem negatív,
- a lambda együtthatók összege 1 


Lenovo
Öntapadó jegyzet

Lenovo
Öntapadó jegyzet
Az egyenlőtlenségék jobb oldalán nem állhat negatív szám. Ha ez mégis előfordul, az adott egyenlőtlenséget  szorzunk mínusz 1-gyel. 

Lenovo
Öntapadó jegyzet
Az egyenlőtlenségeket átírjuk egyenleteteké. Új változókat vezetünk be lásd u_1 és u_2. Ha jobb oldal a nagyobb +u_1, ha bal oldal a nagyobb -u_1. A harmadik sorban minden változó nem negatív. 



b) Pivotálás
x1 x2 u1 u2 b

e1 6 -2 1 0 12

e2 -4 2 0 1 8

=⇒ a

x1 x2 e1 e2 b

u1 6 -2 1 0 12

u2 -4 2 0 1 8

=⇒

ab
x1 x2 b

u1 6 -2 12

u2 -4 2 8
ab

c) Extremális pontok, extremális irányok

α) x1, x2 bázis
x1 x2 b

u1 6 -2 12

u2 -4 2 8

=⇒ a
P1 =

(
0
0

)
,

nincs extremális irány

ab

β) x1, u1 bázis
x1 x2 b

u1 6 -2 12

u2 -4 2 8

=⇒ a

x1 u1 b

x2 -3 − 1
2 -6

u2 2 1 20
ab
nincs extremális pont a =⇒ a nincs extremális irány
ab

γ) x1, u2 bázis
x1 x2 b

u1 6 -2 12

u2 -4 2 8

=⇒ a

x1 u2 b

u1 2 1 20

x2 -2 1
2 4

ab
extremális pont: P2 =

(
0
4

)
, a nincs extremális irány

ab
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Lenovo
Öntapadó jegyzet
Pivot elem (PE): -2
- PE helyén 1/PE
- PE sorában osztunk PE-vel
- PE oszlopában osztunk -PE-vel 
- összes többi elemet téglalap szabály szerint számoljuk


Lenovo
Öntapadó jegyzet
Pivot elem (PE): 2
- PE helyén 1/PE
- PE sorában osztunk PE-vel
- PE oszlopában osztunk -PE-vel 
- összes többi elemet téglalap szabály szerint számoljuk


Lenovo
Öntapadó jegyzet

Lenovo
Öntapadó jegyzet
A b oszlopban nem negatív számok állnak, így van extremális pont. A pont koordinátái a b oszlopból olvashatók le. A b oszlopban nem negatív számok állnak, így van extremális pont. A pont koordinátái a b oszlopból olvashatók le. Az x_1 és x_2 változó koordinátáit a b oszlopból olvassuk le. Ha x_1/x_2 változó nem szerepel a sorindexek között az x_1/x_2 koordinátája 0. 


Lenovo
Öntapadó jegyzet
A b oszlopban nem negatív számok állnak, így van extremális pont. A pont koordinátái a b oszlopból olvashatók le. A b oszlopban nem negatív számok állnak, így van extremális pont. A pont koordinátái a b oszlopból olvashatók le. Az x_1 és x_2 változó koordinátáit a b oszlopból olvassuk le. Ha x_1/x_2 változó nem szerepel a sorindexek között az x_1/x_2 koordinátája 0. 


Lenovo
Öntapadó jegyzet
Nincs nem-pozitív elemekből álló oszlop, így nincs extremális irány sem.

Lenovo
Öntapadó jegyzet

Lenovo
Öntapadó jegyzet
Nincs nem-pozitív elemekből álló oszlop, így nincs extremális irány sem.

Lenovo
Öntapadó jegyzet
A b oszlopban szerepel negatív szám, így nincs extremális pont. 

Lenovo
Öntapadó jegyzet

Lenovo
Öntapadó jegyzet
Pivotálásnál az e_1, e_2 sorindexeket felcseréljük u_1, u_2 oszlopindexekkel. Ekkor a mátrix elemei nem változnak. 

Lenovo
Öntapadó jegyzet

Lenovo
Öntapadó jegyzet
Elhagyjuk e_1 és e_2 oszlopokat. 




δ) x2, u1 bázis
x1 x2 b

u1 6 -2 12

u2 -4 2 8

=⇒ a

u1 x2 b

x1
1
6 − 1

3 2

u2
2
3

2
3 16

ab
extremális pont: P3 =

(
2
0

)
, a nincs extremális irány

ab

ε) x2, u2 bázis
x1 x2 b

u1 6 -2 12

u2 -4 2 8

=⇒ a

u2 x2 b

u1
3
2 1 24

x1 − 1
4 − 1

2 -2

ab
nincs extremális pont a =⇒ a nincs extremális irány
ab

ζ) u1, u2 bázis
u2 x2 b

u1
3
2 1 24

x1 − 1
4 − 1

2 -2

=⇒ a

u2 u1 b

x2
3
2 1 24

x1
1
2

1
2 10

ab
extremális pont: P4 =

(
10
24

)
, a nincs extremális irány

ab

d) A konvex poliéder zárt alakja:
ab
extremális pontok: P1 =

(
0
0

)
, P2 =

(
0
4

)
, P3 =

(
2
0

)
, P4 =

(
10
24

)
ab
nincs extremális irány

λ1 · P1 + λ2 · P2 + λ3 · P3 + λ4 · P4

λ1, λ2, λ3, λ4 ≥ 0

λ1 + λ2 + λ3 + λ4 = 1
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Lenovo
Öntapadó jegyzet
Pivot elem (PE): 6 
- PE helyén 1/PE
- PE sorában osztunk PE-vel
- PE oszlopában osztunk -PE-vel 
- összes többi elemet téglalap szabály szerint számoljuk


Lenovo
Öntapadó jegyzet

Lenovo
Öntapadó jegyzet
Pivot elem (PE): -4 
- PE helyén 1/PE
- PE sorában osztunk PE-vel
- PE oszlopában osztunk -PE-vel 
- összes többi elemet téglalap szabály szerint számoljuk


Lenovo
Öntapadó jegyzet

Lenovo
Öntapadó jegyzet
Pivot elem (PE): 1 
- PE helyén 1/PE
- PE sorában osztunk PE-vel
- PE oszlopában osztunk -PE-vel 
- összes többi elemet téglalap szabály szerint számoljuk


Lenovo
Öntapadó jegyzet

Lenovo
Öntapadó jegyzet
A b oszlopban nem negatív számok állnak, így van extremális pont. A pont koordinátái a b oszlopból olvashatók le. A b oszlopban nem negatív számok állnak, így van extremális pont. A pont koordinátái a b oszlopból olvashatók le. Az x_1 és x_2 változó koordinátáit a b oszlopból olvassuk le. Ha x_1/x_2 változó nem szerepel a sorindexek között az x_1/x_2 koordinátája 0. 


Lenovo
Öntapadó jegyzet
A b oszlopban nem negatív számok állnak, így van extremális pont. A pont koordinátái a b oszlopból olvashatók le. A b oszlopban nem negatív számok állnak, így van extremális pont. A pont koordinátái a b oszlopból olvashatók le. Az x_1 és x_2 változó koordinátáit a b oszlopból olvassuk le. Ha x_1/x_2 változó nem szerepel a sorindexek között az x_1/x_2 koordinátája 0. 


Lenovo
Öntapadó jegyzet

Lenovo
Öntapadó jegyzet
Nincs nem-pozitív elemekből álló oszlop, így nincs extremális irány sem.

Lenovo
Öntapadó jegyzet
Nincs nem-pozitív elemekből álló oszlop, így nincs extremális irány sem.

Lenovo
Öntapadó jegyzet

Lenovo
Öntapadó jegyzet
A b oszlopban szerepel negatív szám, így nincs extremális pont. 

Lenovo
Öntapadó jegyzet
A felírásban 
- az extremális pontok lambda együtthatóval szerepelnek, 
- minden együttható nem negatív,
- a lambda együtthatók összege 1 



